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ΘΕΜΑ Β 

Β1. {
𝑥 ∈ 𝐷ℎ

ℎ(𝑥) ∈ 𝐷𝑔
⇒ {

𝑥 > 0
𝑙𝑛𝑥 ∈ 𝑅

⇒X>0 

 

Αραf(x)=
4−𝑒2𝑙𝑛𝑥

𝑒𝑙𝑛𝑥 =
4−𝑥2

𝑥
με  χ>0 

Β2.𝑓(𝑥)
′ =

−2𝑥⋅𝑥−4+𝑥2

𝑥2 =
−(𝑥2+4)

𝑥2 < 0  𝜎𝜏𝜊 (0, +∞) 

Επομενως η f είναι γνησια φθινουσα στο (0, +∞) 

e<π αρα f(e)>𝑓(𝜋) ⇒
4−𝑒2

𝑒
>

4−𝜋2

𝜋
  και επειδη 

4-e2<0  προκυπτει ότι  
𝜋

𝑒
<

4−𝜋2

4−𝑒2 

Β3.ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΑΣΥΜΠΤΩΤΗ  

Η f είναι συνεχης  στο (0,+∞) ως ρητη 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4−𝑥2

𝑥
= +∞ 

Αρα η χ=0 είναι κατακορυφη ασυμπτωτη 

Πλαγιαασυμπτωτη 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑡

4 − 𝑥2

𝑥
𝑥

= −1 = 𝜆 



 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑓(𝜒) − 𝜆𝜒) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(
4 − 𝑥2

𝑥
+ 𝜒) = 0 

Αρα η y=-x είναι η πλαγια ασυπτωτη της f στο  +∞ 

 

 

Β4.|συν(1+χ2)|≤1 ⇒ |
𝜎𝜐𝜈 (1+𝑥2

𝑓(𝑥)
|≤|

1

𝑓(𝑥)
| 

 

Όμως  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

1

𝑓(𝑥)
=0 αρα από το κριτηριο παρεμβολης  θα είναι και  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

συν(1 + χ2)

𝑓(𝑥)
= 0 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1 ⇒ ∫ 𝑥 (
1

𝑥
+ 𝑎) 𝑑𝑥 = 1 ⇒ ∫ (1 + 𝑎𝑥)𝑑𝑥 = 1 ⇒

3

2

3

2

3

2

 

[𝑥 +
𝑎𝑥2

2
]

2

3

= 1 ⇒ 3 +
9𝑎

2
− (2 +

4𝑎

2
) = 1 ⇒ 3 +

9𝑎

2
− 2 −

4𝑎

2
= 1 ⇒ 𝑎 = 0 

Γ2. 

i) 

    lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1

𝑥2−3𝑥+3−1

𝑥−1
= lim

𝑥→1

(𝑥−1)(𝑥−2)

𝑥−1
= lim

𝑥→1
(𝑥 − 2) = 1 − 2 = −1 

    lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

1

𝑥
−1

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

1−𝑥

𝑥

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

1−𝑥

𝑥(𝑥−1)
= lim

𝑥→1+

−(𝑥−1)

𝑥(𝑥−1)
= lim

𝑥→1+

−1

𝑥
= −1 

Άρα lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= −1 και η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1 ,άρα ορίζεται εφαπτομένη 

της 𝑓 στο 𝑥0 = 1 

ii) 

 𝜀: 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) 

     𝑦 − 1 = −(𝑥 − 1) 

      𝑦 = −𝑥 + 2 

Έστω ω η γωνία που σχηματίζει η (𝜀) με τον άξονα 𝑥′𝑥, τότε 

                     𝜀𝜑𝜔 = 𝑓′(1) ⇒ 𝜀𝜑𝜔 = −1 ⇒ 𝜔 =
3𝜋

4
 

𝚪𝟑.  

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 3 < 0 για 𝑥 < 1 

𝑓′(𝑥) = −
1

𝑥2 < 0  , για 𝑥 > 1 

𝑓′(1) = −1  

Η 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ και 𝑓′(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ,άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο 

ℝ, άρα και ένα προς ένα  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 3𝑥 + 3) = lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

Άρα το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το (0, +∞) 

 



 

 

Γ4. 

 
 

Από το σχήμα έχουμε ότι 𝛦(𝛺) = 𝛦1 + 𝛦2 = ∫ (𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2))
2

1
𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑒

2
 

    = ∫ (
1

𝑥
+ 𝑥 − 2) 𝑑𝑥 + ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = [𝑙𝑛𝑥 +

𝑥2

2
− 2𝑥]

1

2

+ [𝑙𝑛𝑥]2
𝑒 =

𝑒

2

2

1
 

  = 𝑙𝑛2 + 2 − 4 − (𝑙𝑛1 +
1

2
− 2) + 𝑙𝑛𝑒 − 𝑙𝑛2 = −2 −

1

2
+ 2 + 1 =

1

2
 

  

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  

Έστω 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)−2𝑥

𝑥−1
 , με 𝑥 ≠ 1 και  lim

𝑥→1
𝑔(𝑥) = 𝑙 

Άρα 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 2𝑥 

       lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1

((𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 2𝑥) 

              lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2   

Η 𝑓 είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της, άρα        lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇒ 𝑓(1) = 2 ⇒ 

                   𝑙𝑛(2 − 1) −
1

1
+ 𝜅 = 2 ⇒ −1 + 𝜅 = 2 ⇒ 𝜅 = 3 

Δ2. 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥 − 2
+

1

𝑥2
=

𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2(𝑥 − 2)
=

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)

𝑥2(𝑥 − 2)
 

x 0                   1                  2 

x-1           -         + 

x+2           +          + 

𝑥2           +          + 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3 = −∞ , άρα υπάρχει 𝛼 > 0  τέτοιο, ώστε 

𝑓(𝑎) < 0 

 

𝑓(1) = 2  

 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

𝑙𝑛(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3 = −∞ , άρα υπάρχει 𝛽 < 2  τέτοιο, ώστε 

𝑓(𝛽) < 0 

 

𝑓 συνεχής στο [𝛼, 1] 
𝑓(𝑎)𝑓(1) < 0  

Άρα από Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥1 ∈ (𝑎, 1) ⊆ (0, 1) τέτοιο, ώστε 

𝑓(𝑥1) = 0 και είναι μοναδικό γιατί η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1) 

 

 

𝑓 συνεχής στο [1, 𝛽] 
𝑓(1)𝑓(𝛽) < 0  

Άρα από Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥2 ∈ (1, 𝛽) ⊆ (1, 2) τέτοιο, ώστε 

𝑓(𝑥2) = 0 και είναι μοναδικό γιατί η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, 2) 

 

 

Έστω 𝑥1 >
1

3
 η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1) άρα 𝑓(𝑥1) > 𝑓 (

1

3
) ⇒ 

0 > 𝑙𝑛 (2 −
1

3
) −

1
1

3

+ 3 ⇒ 0 > 𝑙𝑛
5

3
  άτοπο γιατί  

5

3
> 1 ⇒ 𝑙𝑛

5

3
> 𝑙𝑛1 ⇒ 𝑙𝑛

5

3
> 0  

Δ3.  𝑓′′(𝑥) = −
1

(𝑥−2)2 −
2

𝑥3 < 0 στο (0, 1) , άρα 𝑓′ γνησίως φθίνουσα στο (0, 1)  

 

     𝑓 συνεχής στο [𝑥1,
1

3
] 

    𝑓 παραγωγίσιμη στο (𝑥1,
1

3
) 

    Άρα από Θ.Μ.Τ υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (𝑥1,
1

3
) ⊆ (0, 1) τέτοιο, ώστε  

       𝑓′(𝜉) =
𝑓(

1

3
)−𝑓(𝑥1)

1

3
−𝑥1

=
𝑓(

1

3
)−0

1

3
−

3𝑥1
3

=
3𝑓(

1

3
)

1−3𝑥1
 και είναι μοναδικό γιατί 𝑓′ γνησίως φθίνουσα στο  

   (0, 1)   
 

Δ4.  

i) 

x-2            -          - 

𝑓′            +          - 

       𝑓           ↗           ↘ 



 

 

𝐹 και 𝐺 αρχικές της 𝑓 άρα θα ισχύει 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) + 𝑐 

για 𝑥 = 𝑥1:  𝐹(𝑥1) = 𝐺(𝑥1) + 𝑐 ⇒ 0 = 𝐺(𝑥1) + 𝑐 ⇒ 𝐺(𝑥1) = −𝑐 

 

για 𝑥 = 𝑥2:  𝐹(𝑥2) = 𝐺(𝑥2) + 𝑐 ⇒ 𝐹(𝑥2) = 0 + 𝑐 ⇒ 𝐹(𝑥2) = 𝑐 

 

άρα  𝐹(𝑥2) + 𝐺(𝑥1) = 𝑐 + (−𝑐) = 𝑐 − 𝑐 = 0 

 

ii) Έχουμε το πρόσημο της 𝑓 άρα και τη μονοτονία της 𝐹 

   

 0                       𝑥1                         1                           𝑥2                     2 

             𝑓            ↗            ↗            ↘           ↘ 

             𝑓            -            +             +            - 

             𝐹            ↘            ↗            ↗            ↘ 

                 

       𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝐹(𝑥1) < 𝐹(𝑥2) ⇒ 0 < 𝐹(𝑥2) ⇒ 𝐹(𝑥2) > 0 

 

Έστω ℎ(𝑥) = 𝑥1𝐹(𝑥) + 𝑥2𝐺(𝑥) − 𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥 

           ℎ′(𝑥) = 𝑥1𝑓(𝑥) + 𝑥2𝑓(𝑥) + 2 > 0 γιατί 𝑓(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2] και 𝑥1 > 0 

και 𝑥2 > 0 , άρα ℎ γνησίως αύξουσα στο  [𝑥1, 𝑥2] 
ℎ(𝑥1) = 𝑥1𝐹(𝑥1) + 𝑥2𝐺(𝑥1) − 𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥1 = 𝑥2𝐺(𝑥1) + 𝑥1 − 𝑥2

= −𝑥2𝐹(𝑥2) − (𝑥2 − 𝑥1) < 0 

ℎ(𝑥2) = 𝑥1𝐹(𝑥2) + 𝑥2𝐺(𝑥2) − 𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥2 = 𝑥1𝐹(𝑥2) + 𝑥2 − 𝑥1 > 0 

 

ℎ συνεχής στο [𝑥1, 𝑥2] 
ℎ(𝑥1)ℎ(𝑥2) < 0  

άρα από Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (𝑥1, 𝑥2) τέτοιο, ώστε ℎ(𝑥0) = 0 και  

είναι μοναδικό γιατί η ℎ   γνησίως αύξουσα στο  [𝑥1, 𝑥2]  
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