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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σελ 76 

Α2. Σελ 155 

Α3.  Σελ 216 

Α4. α. Σ 

       β. Σ 

       γ. Λ 

       δ. Λ 

       ε. Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

B1. 

Για την 𝑓 πρέπει ℎ(𝑥) ≠ 0 => 𝑥 ≠ 1,  𝐷𝑔 = 𝐷ℎ = [1, +∞) 

Άρα 𝐷𝑓 = (1,+∞) 

και 𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
=
√𝑥+

1

√𝑥

√𝑥−
1

√𝑥

= ⋯ =
𝑥+1

𝑥−1
 

Για την 𝑟,  𝐷𝑔 = 𝐷ℎ = [1, +∞) Άρα 𝐷𝑟 = [1,+∞) 

και 𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) = ⋯ = 𝑥 −
1

𝑥
 

 

B2. 

 Έστω 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷𝑓 με 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) => 𝑥1 = 𝑥2 άρα η 𝑓 είναι 1-1 , άρα και  

       άρα και αντιστρέψιμη 

      Θέτω 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

                𝑦 =
𝑥+1

𝑥−1
  

                𝑥𝑦 − 𝑦 = 𝑥 + 1 

                𝑥𝑦 − 𝑥 = 𝑦 + 1 

                𝑥(𝑦 − 1) = 𝑦 + 1     (𝑦 ≠ 1) 

                 𝑥 =
𝑦+1

𝑦−1
                     (

𝑦+1

𝑦−1
> 1 => 𝑦 > 1) 

                 𝑓−1(𝑦) =
𝑦+1

𝑦−1
 

Άρα  𝑓−1(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−1
 με 𝐷𝑓−1 = 𝐷𝑓 = (1,+∞) 

 

Β3.  

  lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥) = +∞  άρα δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη 

lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)

𝑥
= 1 = 𝜆    και lim

𝑥→+∞
(𝑟(𝑥) − 𝑥) = 0 

Άρα έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ την 𝑦 = 𝑥 

 

B4. 

(𝑓−1(𝑓(𝑥)))
2

= 1 + 4𝑟(𝑥)  



 

 

𝑥2 = 1 + 4(𝑥 −
1

𝑥
)  

𝑥2 = 1 + 4𝑥 −
4

𝑥
  

𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0  

𝑥2(𝑥 − 4) − (𝑥 − 4) = 0  

(𝑥 − 4)(𝑥2 − 1) = 0  

Άρα 𝑥 = 4 γιατι 𝑥 = 1 και 𝑥 = −1 απορρίπτονται    

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

Η 𝑓 είναι συνεχής , άρα lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) ⇒ 𝑒𝜆 = 1 + 𝜆 

Έστω ℎ(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 mℎ′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 άρα έχει ολικό ελάχιστο στο 𝑥0 = 0 με 

ℎ(0) = 0, άρα η εξίσωση 𝑒𝜆 = 1 + 𝜆 έχει μοναδική λύση την 𝜆 = 0 

Γ2. 

Για 𝑥 < 2:  

𝑓′(𝑥) = −2 < 0  

Άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο [0, 2) 
 

Για 𝑥 > 2: 

𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 4  

Άρα η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (2, +∞) 
Η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 = 2, άρα είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝐷𝑓 = [0,+∞) 

Στο 𝑥0 = 0 παρουσιάζει ολικό μέγιστο το 𝑓(0) = 5 

 

Γ3. 

i. lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= −2 και lim

𝑥→2−

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= 0 

Άρα η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 2, άρα ούτε και παραγωγίσιμη στο 

 (0, 3) ,άρα δεν ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ 

ii.  

           𝜆𝛥𝛦 =
𝑓(3)−𝑓(0)

3−0
= −

5

3
 

          Πρέπει 𝑓′(𝜉) = −
5

3
 

Για 𝑥 < 2:  

𝑓′(𝜉) = −
5

3
⇒ −2 = −

5

3
 αδύνατο 

 

Για 𝑥 > 2: 

𝑓′(𝜉) = −
5

3
⇒ −2𝜉 + 4 = −

5

3
⇒ 𝜉 =

17

6
<
18

6
= 3  

Άρα υπάρχει 𝜉 ∈ (0, 3) και 𝜉 =
17

6
 

 

Γ4. 

Έστω 𝛭(2, 𝑦(𝑡)) και 𝑦′(𝑡) = 0.5 

Έστω 𝑡0 η χρονική στιγμή που το Μ τέμνει την 𝐶𝑓, τότε 𝑦(𝑡0) = 𝑓(2) = 1 

Από Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο ΟΑΜ τη χρονική στιγμή 𝑡0,έχουμε 𝛰𝛭 = √5 

Άρα 
1

𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡0))
=
5

4
 

 



 

 

𝜀𝜑𝜔(𝑡) =
𝑦(𝑡)

2
  

1

𝜎𝜐𝜈2(𝜔(𝑡))
𝜔′(𝑡) =

𝑦′(𝑡)

2
 και για 𝑡 = 𝑡0 

 

𝜔′(𝑡0) = 0.2𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐  
 

 

ε 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

𝑓′(𝑥) =
1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
  

Άρα η 𝑓 στο(0, 𝑒] είναι γνησίως αύξουσα και στο [𝑒, +∞) γνησίως φθίνουσα, άρα στο  

𝑥1 = 𝑒 παρουσιάζει ολικό μέγιστο to και αφού το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το 

 (−∞, 1 +
1

𝑒
] 

τότε 𝑓(𝑒) = 1 +
1

𝑒
⇒ 𝑎 = 1  

 

Δ2.  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1  

𝐴𝟐 = (𝑒,+∞)

𝑓: ↘ 𝜎𝜏𝜊 𝛢2
} ⇒ 𝑓(𝐴2) = (1, 1 +

1

𝑒
)  

To μηδέν δεν ανήκει στο 𝛢2 άρα η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 δεν έχει ρίζα στο 𝛢2 
 

𝑓 (
1

2
) < 0  γιατί 𝑒 < 4 ⇒ 𝑒

1

2 < 2 ⇒
1

2
< 𝑙𝑛2 ⇒ −𝑙𝑛2 +

1

2
< 0 

𝑓(1) = 1 > 0  

 

𝑓 συνεχής στο [
1

2
, 1] ⊆ (0, 𝑒) 

 

𝑓 (
1

2
) 𝑓(1) < 0  

Άρα από Θ.Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (
1

2
, 1) ⊆ (0, 𝑒) τέτοιο, ώστε 

 𝑓(𝑥0) = 0 και είναι μοναδικό γιατί η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 𝑒) άρα και στο  

(
1

2
, 1)  

 

Δ3.  

i. 

Έστω ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(4) =
2𝑙𝑛𝑥−𝑥𝑙𝑛2

2𝑥
  

με ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥), άρα η ℎ έχει την ίδια μονοτονία με την 𝑓 

ℎ(4) = 𝑓(4) − 𝑓(4) = 0 , το 4 ∈ (𝑒, +∞), και η ℎ είναι γνησίως φθίνουσα στο (𝑒, +∞), 
άρα η λύση 𝑥2 = 4 είναι μοναδική στο (𝑒, +∞) 
 

ℎ(2) = 𝑓(2) − 𝑓(4) =
𝑙𝑛2+2

2
−
𝑙𝑛4+4

4
=
𝑙𝑛2+2

2
−
2𝑙𝑛2+4

4
=
𝑙𝑛2+2

2
−
2(𝑙𝑛2+2)

4
= 0  

το 2 ∈ (0, 𝑒), και η ℎ είναι γνησίως αύξουσα  στο(0, 𝑒)  , 
άρα η λύση 𝑥1 = 2 είναι μοναδική στο (0, 𝑒) 

άρα για 𝑥 < 2
ℎ;↗
⇒ ℎ(𝑥) < ℎ(2) ⇒ ℎ(𝑥) < 0 



 

 

και για 𝑥 > 4
ℎ:↘
⇒ ℎ(𝑥) < ℎ(4) ⇒ ℎ(𝑥) < 0 

για 2 < 𝑥 < 𝑒
ℎ;↗
⇒ ℎ(2) < ℎ(𝑥) < ℎ(𝑒) ⇒ 0 < ℎ(𝑥) 

για 𝑒 < 𝑥 < 4
ℎ:↘
⇒ ℎ(𝑒) > ℎ(𝑥) > ℎ(4) ⇒ ℎ(𝑥) > 0 

Άρα για 𝑥 ∈ [2, 4] , ℎ(𝑥) ≥ 0 

 

 

 

ii. 

2𝑥 ≤ 𝑥2 ⇒ 𝑥𝑙𝑛2 ≤ 2𝑙𝑛𝑥 ⇒ 𝑥𝑙𝑛2 − 2𝑙𝑛𝑥 ≤ 0 ⇒ 2𝑙𝑛𝑥 − 𝑥𝑙𝑛2 ≥ 0 ⇒  
2𝑙𝑛𝑥 − 𝑥𝑙𝑛2

2𝑥
≥ 0 ⇒ ℎ(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [2, 4] 

 

 

 

Δ4. 

 

𝛦 = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
0

−𝑙𝑛2
  

 

Θέτω 𝑒𝑥 = 𝑢 ⇒ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

Όταν 𝑥1 = −𝑙𝑛2 ⇒ 𝑢1 =
1

2
 

και    𝑥2 = 0 ⇒ 𝑢2 = 1 

 

άρα 𝛦 = ∫ |𝑓(𝑒𝑥)
1−𝑥

𝑒𝑥
| 𝑑𝑥 = ∫ |𝑓(𝑒𝑥)

1−𝑥

𝑒𝑥
|
1

𝑒𝑥
𝑒𝑥𝑑𝑥 = ∫ |𝑓(𝑢)

1−𝑙𝑛𝑢

𝑢
|
1

𝑢
𝑑𝑢 =

1
1

2

0

−𝑙𝑛2

0

−𝑙𝑛2
 

           = ∫ |𝑓(𝑢)
1−𝑙𝑛𝑢

𝑢2
| 𝑑𝑢 = ∫ |𝑓(𝑢)𝑓′(𝑢)|𝑑𝑢

1
1

2

1
1

2

 

 

𝑓′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ [
1

2
, 1] και  

𝑓 γνησίως αύξουσα στο [
1

2
, 1] και 𝑥0 ∈ [

1

2
, 1] 

Άρα 
1

2
< 𝑥 < 𝑥0 ⇒ 𝑓 (

1

2
) < 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) ⇒ 𝑓(𝑥) < 0 

        𝑥0 < 𝑥 < 1 ⇒ 𝑓(𝑥0) < 𝑓(𝑥) < 𝑓(1) ⇒ 0 < 𝑓(𝑥) 
 

Άρα  

𝛦 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = − [
𝑓2(𝑥)

2
]
1
2

𝑥0

+ [
𝑓2(𝑥)

2
]
𝑥0

1

= ⋯
1

𝑥0

𝑥0

1
2

 

 

Βλόντζος Γεώργιος 

Τριβυζαδάκης Μανώλης 

 

 

 

 

                  

  

 


