
 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σελ. 186 

Α2. Σελ. 76 

Α3. Σελ. 161 

Α4. α) Σ 

       β) Σ 

       γ) Λ 

      δ) Λ  

      ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β 

B1. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥 − 3  

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝛼𝑥 + 9  

Από Θεώρημα Fermat 𝑓′(1) = 0 ⇒ 𝑎 = −6 

 

B2.  𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 12𝑥 + 9 

         𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 3 ή 𝑥 = 1 

          Άρα για 𝑥 ∈∪ (3,+∞) 𝑓′(𝑥) > 0 και για 𝑥 ∈ (1, 3) 𝑓′(𝑥) < 0 

 

       lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

          𝑓(0) = −3 

        𝑓(1) =1 

         𝑓(3) − 3 

       lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

      
𝐴1 = (0, 1)
𝑓: ↗

} 𝑓(𝐴1) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), 𝑓(1)) = (−∞, 1) 

 
𝐴2 = [1, 3]

𝑓: ↘
} 𝑓(𝐴2) = [𝑓(3), 𝑓(1)] = [−3, 1]  

 

0 ∈ 𝑓(𝐴1) , 0 ∈ 𝑓(𝐴2) και 0 ∈ 𝑓(𝐴1) άρα η 𝑓(𝑥) = 0 έχει τρεις θετικές ρίζες και 

είναι μοναδικές γιατί η 𝑓 είναι γνησίως μονότονη σε κάθε διάστημα  

 

Β3. 𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 − 12  

Για 𝑥 ≥ 2 η είναι κυρτή και για 𝑥 ≤ 2 η 𝑓 είναι κοίλη, άρα το (2, 𝑓(2)) είναι σημείο 

καμπής 

 

Β4. Η εφαπτωμένη της 𝐶𝑓 στο Α είναι  

         𝜀1: 𝑦 − 𝑓(𝜉) = 𝑓
′(𝜉)(𝑥 − 𝜉)  

         

       Η εφαπτωμένη της 𝐶𝑔 στο B είναι  

         𝜀2: 𝑦 − 𝑔(𝜉) = 𝑔
′(𝜉)(𝑥 − 𝜉) ⇒ 𝑦 = (1 + 𝑓′(𝜉))𝑥 − 𝜉𝑓′(𝜉) + 𝑓(𝜉) 

Λύνοντας το σύστημα των 𝜀1 ,𝜀2 αποδεικνύεται ότι τέμνονται σε σημείο με 

τετμημένη 𝑥 = 0 

 



 
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 0 = 𝑓(0) άρα 𝑓 συνεχής στο 𝑥 = 0 

lim
𝑥⟶0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim
𝑥→0−

𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim
𝑥→0+

√𝑥2 + 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑥√1 +
1
𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

√1 +
1

𝑥
= +∞ 

Άρα η 𝑓  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥 = 0 

 

Γ2. lim
𝑥⟶−∞

𝑓(𝑥) = 0 γιατί  

           −1 ≤ 𝜂𝜇𝑥 ≤ 1 ⇒ −𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥 ≤ 𝑒𝑥 

                                         lim
𝑥⟶−∞

− 𝑒𝑥 = 0 = lim
𝑥⟶−∞

𝑒𝑥 

Άρα από κριτήριο παρεμβολής lim
𝑥⟶−∞

𝑓(𝑥) = 0 

Άρα η 𝐶𝑓 έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο −∞ την 𝑦 = 0 

 

 

lim
𝑥⟶+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥⟶+∞

√𝑥2 + 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥√1 +
1
𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

√1 +
1

𝑥
= 1 = 𝜆 

 

 lim
𝑥⟶+∞

(𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥) = lim
𝑥⟶+∞

(√𝑥2 + 𝑥 − 𝑥) = lim
𝑥⟶+∞

(√𝑥2+𝑥−𝑥)(√𝑥2+𝑥+𝑥)

(√𝑥2+𝑥+𝑥)
= 

   

lim
𝑥⟶+∞

𝑥

(𝑥√1+
1

𝑥
+𝑥)

= lim
𝑥⟶+∞

𝑥

𝑥(√1+
1

𝑥
+1)

= lim
𝑥⟶+∞

1

√1+
1

𝑥
+1

=
1

2
=β 

Άρα η 𝐶𝑓 έχει πλάγια ασύμπτωτη στο +∞ την ευθεία 𝑦 = 𝑥 +
1

2
 

Γ3. Έστω ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥 −
1

2
 , 𝑥 ≤ 0 

    ℎ(−𝜋) = 𝜋 −
1

2
> 0 

    ℎ(0) = −
1

2
< 0 

    ℎ συνεχής στο [– 𝜋, 0] 
    ℎ(−𝜋)ℎ(0) < 0 

άρα από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (−𝜋, 0) τέτοιο, ώστε 

  ℎ(𝜉) = 0 

           𝑦(𝑡) = √𝑥2(𝑡) + 𝑥(𝑡) 
 

        𝑦′(𝑡) =
2𝑥(𝑡)𝑥′(𝑡)+𝑥′(𝑡)

2√𝑥2(𝑡)+𝑥(𝑡)
=
𝑥′(𝑡)(2𝑥(𝑡)+1)

2√𝑥2(𝑡)+𝑥(𝑡)
 

Έστω για 𝑡 = 𝑡0 να ισχύει 𝑦′(𝑡0) = 𝑥
′(𝑡0) ⇒

𝑥′(𝑡0)(2𝑥(𝑡0)+1)

2√𝑥2(𝑡0)+𝑥(𝑡0)
= 𝑥′(𝑡0) ⇒ 

 

 



 
 

2𝑥(𝑡0) + 1

2√𝑥2(𝑡0) + 𝑥(𝑡0)
= 1 ⇒ 2𝑥(𝑡0) + 1 = 2√𝑥2(𝑡0) + 𝑥(𝑡0) ⇒ 

4𝑥2(𝑡0) + 4𝑥(𝑡0) + 1 = 4𝑥
2(𝑡0) + 4𝑥(𝑡0) ⇒ 1 = 0 άτοπο 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

(𝑥𝑙𝑛𝑥)′ = (𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
)
′
= 𝑥𝑙𝑛𝑥2𝑙𝑛𝑥

1

𝑥
 

𝑔′(𝑥) =
𝑓(𝑥)𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝐹(𝑥)𝑥𝑙𝑛𝑥2𝑙𝑛𝑥

1
𝑥

(𝑥𝑙𝑛𝑥)2
=
𝑥𝑙𝑛𝑥 (

𝑥𝑓(𝑥) − 2𝐹(𝑥)𝑙𝑛𝑥
𝑥

)

(𝑥𝑙𝑛𝑥)2
= 0 

Άρα η 𝑔 είναι σταθερή 

 

Δ2.  

i. Για 𝑥 = 1:  1𝑓(1) = 2𝐹(1)𝑙𝑛1 ⇒ 𝑓(1) = 0 

𝑓′(1) = 2 ⇒ lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= 2 ⇒ lim

𝑥⟶1

𝑓(𝑥)

𝑥 − 1
= 2 

lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝑥
= lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥)

𝑥−1
𝑙𝑛𝑥

𝑥−1

=
2

1
= 2 γιατί lim

𝑥⟶1

𝑙𝑛𝑥

𝑥−1
= 1 

ii. 𝑓(𝑥) =
2𝐹(𝑥)𝑙𝑛𝑥

𝑥
 

 

2 = lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝑥
= lim
𝑥⟶1

2𝐹(𝑥)𝑙𝑛𝑥
𝑥
𝑙𝑛𝑥

= lim
𝑥⟶1

2𝐹(𝑥)

𝑥
= 2𝐹(1) ⇒ 𝐹(1) = 1 

 

    𝑔(𝑥) = 𝑐 ⇒
𝐹(𝑥)

𝑥𝑙𝑛𝑥
= 𝑐 

Για 𝑥 = 1:  
𝐹(1)

1
= 𝑐 ⇒ 𝑐 = 1 

 Άρα 
𝐹(𝑥)

𝑥𝑙𝑛𝑥
= 1 ⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 

 

Δ3.  

𝐹′(𝑥) = (𝑥𝑙𝑛𝑥)′ = (𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
)
′
= 𝑥𝑙𝑛𝑥2𝑙𝑛𝑥

1

𝑥
  

Για 0 < 𝑥 < 1 ⇒ 𝐹′(𝑥) < 0 άρα 𝐹:↘ 

Για 𝑥 > 1 ⇒ 𝐹′(𝑥) > 0      άρα 𝐹: ↗ 

 

Για 0 < 𝑥 < 1: 

𝑥2 < 𝑥
 𝐹:↘
⇒ 𝐹(𝑥2) > 𝐹(𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥) > 0  

−(𝑥 − 1)2 < 0  

Άρα η εξίσωση 𝐹(𝑥2) = 𝐹(𝑥) − (𝑥 − 1)2 δεν έχει λύση στο (0, 1) 
 

Για 𝑥 > 1: 

𝑥2 > 𝑥
 𝐹:↗
⇒ 𝐹(𝑥2) > 𝐹(𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥) > 0  

−(𝑥 − 1)2 < 0  



 
 

Άρα η εξίσωση 𝐹(𝑥2) = 𝐹(𝑥) − (𝑥 − 1)2 δεν έχει λύση στο (1, +∞) 
 

Για 𝑥 = 1:  
Ισχύει η ισότητα 

 

Άρα η εξίσωση έχει μοναδική λύση το 𝑥 = 1 

 

Δ4. 

Ξέρουμε ότι  

𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 ⇒ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)
2
≥ (𝑙𝑛𝑥)2 + 1 ⇒ ∫ 𝑒(𝑙𝑛𝑥)

2
𝑑𝑥 > ∫ ((𝑙𝑛𝑥)2 + 1)𝑑𝑥

𝑒

1

𝑒

1

 

𝐸 > ∫ (𝑙𝑛𝑥)2𝑑𝑥
𝑒

1
+ ∫ 1𝑑𝑥

𝑒

1
  

𝐸 > [𝑥(𝑙𝑛𝑥)2]1
𝑒 − ∫ 𝑥2𝑙𝑛𝑥

1

𝑥
𝑑𝑥 + 𝑒 − 1

𝑒

1
  

𝐸 > 𝑒 − 2∫ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 + 𝑒 − 1
𝑒

1
  

𝐸 > 2𝑒 − 1 − 2[𝑥𝑙𝑛𝑥]1
𝑒 + 2∫ 1𝑑𝑥

𝑒

1
  

𝐸 > 2𝑒 − 1 − 2𝑒 + 2[𝑥]1
𝑒  

𝐸 > −1 + 2(𝑒 − 1)  
𝐸 > −1 + 2𝑒 − 2  

𝐸 > 2𝑒 − 3  

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 


