
 

 

 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σελ.133 σχολικού βιβλίου 

Α2. Σελ. 51 σχολικού βιβλίου 

Α3. Σελ. 185 σχολικού βιβλίου 

Α4. α) Λάθος 

       β) Σωστό 

       γ) Σωστό 

       δ) Σωστό 

       ε) Λάθος  

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 𝐷ℎ = {𝑥 ∈ 𝐷𝑔/𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓} 

                    𝑥 ≥ 2 και 𝑔(𝑥) > 1 ⇒ √𝑥 − 2 + 1 > 1 ⇒ √𝑥 − 2 > 0 ⇒ 𝑥 − 2 > 0 ⇒ 

                    𝑥 > 2 

    Αρα 𝐷ℎ = (2, +∞) 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 2𝑙𝑛(𝑔(𝑥) − 1) = 2𝑙𝑛(√𝑥 − 2 + 1 − 1) = 2𝑙𝑛√𝑥 − 2 = 

       = 𝑙𝑛√𝑥 − 2
2

= 𝑙𝑛(𝑥 − 2) 

 

B2. 

ℎ′(𝑥) =
1

𝑥−2
> 0 για 𝑥 > 2, άρα ℎ: ↗ άρα και 1 − 1 , άρα και αντιστρέψιμη 

lim
𝑥→2+

ℎ(𝑥) = −∞  

  lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = +∞ 

άρα 𝑓(𝐴) = 𝐷𝑓−1 = (−∞, +∞) 

 

ℎ(𝑥) = 𝑦 ⇒ 𝑙𝑛(𝑥 − 2) = 𝑦 ⇒ 𝑥 − 2 = 𝑒𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑒𝑦 + 2 ⇒ ℎ−1(𝑦) = 𝑒𝑦 + 2 

άρα ℎ−1(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2, 𝑥 ∈ ℝ 

 

B3. 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)

𝑥−2
= lim

𝑥→2

2𝑙𝑛(𝑥−1)

𝑥−2
= lim

𝑥→2

2

𝑥−1

1
= 2  

 

lim
𝑥→2

(ℎ(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝑥 − 2
) = −∞ ∙ 2 = −∞ 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

i. 

Έστω 𝜅 ≠ 0 τότε lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝜅𝑥3+𝜇𝑥

𝑥2+1
= lim

𝑥→+∞

𝜅𝑥3

𝑥2 = lim
𝑥→+∞

𝜅𝑥 = ±∞  

Άτοπο γιατί η 𝑓 έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞, άρα 𝜅 = 0 

ii. 

𝑓′(𝑥) =
𝜇(𝑥2 + 1) − 𝜇𝑥2𝑥

(𝑥2 + 1)2
=

−𝜇𝑥2 + 𝜇

(𝑥2 + 1)2
 

𝜆𝜀 = 𝑓′(0) ⇒ 1 = 𝜇  



 

 

 

Γ2. 

i. 

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2+1
  

𝑓′(𝑥) =
−𝑥2+1

(𝑥2+1)2
  

 

X −∞                   -1                         1                    +∞ 

𝑓′           -           +               -   

𝑓 ↘ ↗ ↘ 

 

   
lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 0   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0  

𝑓(−1) = −
1

2
  

𝑓(1) =
1

2
  

 
𝐴1 = (−∞, −1)

𝑓: ↘
} ⇒ 𝑓(𝐴1) = [−

1

2
, 0)  

 
𝐴2 = [−1,1]

𝑓: ↗
} ⇒ 𝑓(𝐴2) = [−

1

2
,

1

2
]  

 

 
𝐴3 = (1, +∞)

𝑓: ↘
} ⇒ 𝑓(𝐴3) = (0,

1

2
 )  

 

𝑓(𝐷𝑓) =  [−
1

2
, 0) ∪  [−

1

2
,

1

2
] ∪ (0,

1

2
 )= [−

1

2
,

1

2
] 

 

1η περίπτωση 𝛼 ≠ 0 

𝛼2 > 0 ⇒
1

2
+ 𝛼2 >

1

2
≥ 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) <

1

2
+ 𝛼2  

Άρα η εξίσωση 𝑓(𝑥) =
1

2
+ 𝛼2 είναι αδύνατη 

 

2η περίπτωση 𝛼 = 0 

Η εξίσωση γράφεται 𝑓(𝑥) =
1

2
 που έχει μοναδική ρίζα το 𝑥 = 1, γιατί στο 𝑥 = 1 η 

𝑓 παρουσιάζει ολικό μέγιστο 

 

Γ3. 

i. 

Iv + Iv+1 = ∫
x2v+1

x2 + 1
dx

1

0

+ ∫
x2(v+1)+1

x2 + 1
dx = ∫

x2v+1 + x2v+2+1

x2 + 1
dx =

1

0

1

0

 

=∫
x2v+1(x2+1)

𝑥2+1
𝑑𝑥 = ∫ x2v+1dx = [

x2v+2

2v+2
]

0

1

=
1

2v+2

1

0

1

0
 

   

 

 

 



 

 

ii. 𝐼0 = ∫
𝑥

𝑥2+1
𝑑𝑥 = [

𝑙𝑛(𝑥2+1)

2
]

0

1

=
𝑙𝑛2

2

1

0
 

 

𝐼0 + 𝐼0+1 =
1

2∙0+2
⇒

𝑙𝑛2

2
+ 𝐼1 =

1

2
⇒ 𝐼1 =

1

2
−

𝑙𝑛2

2
  

𝐼1 + 𝐼1+1 =
1

2∙1+2
⇒

1

2
−

𝑙𝑛2

2
+ 𝐼2 =

1

4
⇒ 𝐼2 =

1

4
−

1

2
+

𝑙𝑛2

2
   

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 

Έστω ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ 

Με ℎ′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) + 1 ≠ 0 και ℎ′ συνεχής ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων, η ℎ′ 
διατηρεί σταθερό πρόσημο, άρα η  ℎ  είναι γνησίως μονότονη. 

ℎ(−1) = 𝑔(−1) − 1 < 0   

ℎ(0) = 𝑔(0) > 0  

 

ℎ συνεχής στο[−1, 0]  
ℎ(−1)ℎ(0) < 0  

άρα από Θ. Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥1 ∈ (−1, 0) τέτοιο, ώστε 

ℎ(𝑥1) = 0 ⇒ 𝑔(𝑥1) + 𝑥1 = 0  

και είναι μοναδικό γιατί ℎ γνησίως μονότονη. 

 

Δ2.  

Η ℎ είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 0   

Άρα lim
𝑥⟶0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥⟶0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
⇒ 

 

lim
𝑥⟶0−

𝑥2(𝑔(𝑥)+𝑥)

𝑥
= lim

𝑥⟶0+

2𝜂𝜇𝑥+𝜀𝜑𝑥−𝜅𝑥

𝑥
⇒  

 

lim
𝑥⟶0−

𝑥(𝑔(𝑥) + 𝑥) = lim
𝑥⟶0+

(2
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+

𝜂𝜇𝑥

𝑥
∙

1

𝜎𝜐𝜈𝑥
−

𝜅𝑥

𝑥
) ⇒  

0 = 2 ∙ 1 + 1 ∙ 1 − 𝜅 ⇒ 𝜅 = 3  

 

Δ3. 

i. 

Για 𝑥 > 0 

𝑓′(𝑥) = 2𝜎𝜐𝜈𝑥 +
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
− 3  

𝑓′′(𝑥) = −2𝜂𝜇𝑥 −
1

𝜎𝜐𝜈4𝑥
2𝜎𝜐𝜈𝑥(−𝜂𝜇𝑥) = −2𝜂𝜇𝑥 +

2𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈3𝑥
=  

= 2𝜂𝜇𝑥 (−1 +
1

𝜎𝜐𝜈3𝑥
) = 2𝜂𝜇𝑥 (

1−𝜎𝜐𝜈3𝑥

𝜎𝜐𝜈3𝑥
) ≥ 0 για 𝑥 ∈ [0,

𝜋

2
) 

Άρα 𝑓′ γνησίως αύξουσα  

Άρα για 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 𝑓′(0) ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0, άρα 𝑓 γνησίως αύξουσα 

Άρα για 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 

𝑓(0) = 0  

lim
𝑥→

𝜋

2

−𝑓(𝑥) = +∞  

𝐴2 = [0,
𝜋

2
)

𝑓: ↗
} ⇒ 𝑓(𝐴2) = [𝑓(0), lim

𝑥→
𝜋

2

−𝑓(𝑥)) = [0, +∞)   



 

 

𝜋

3
∈ 𝑓(𝐴2) , άρα υπάρχει 𝑥2 ∈ [0,

𝜋

2
) τέτοιο, ώστε 𝑓(𝑥2) =

𝜋

3
⇒ 3𝑓(𝑥2) = 𝜋 και είναι  

μοναδικό γιατί 𝑓 γνησίως αύξουσα στο [0,
𝜋

2
) 

 

Δ4.  

i. 

ℎ συνεχής στο [0, 𝑥1] 
ℎ παραγωγίσιμη στο (0, 𝑥1) 

άρα από Θ.Μ.Τ υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (0, 𝑥1) τέτοιο, ώστε  

ℎ′(𝜉) =
ℎ(𝑥1)−ℎ(0)

𝑥1−0
=

0−𝑔(0)

𝑥1
> 0  

Η ℎ′ διατηρεί σταθερό πρόσημο άρα ℎ′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ 

Άρα ℎ γνησίως αύξουσα στο ℝ 

Άρα για 𝑥 ≥ 𝑥1 ⇒ ℎ(𝑥) ≥ ℎ(𝑥1) ⇒ 𝑔(𝑥) + 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 

ii. 

  

𝐸1 = 𝐸2 ⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑓(𝑥2)

0
⇒  

∫ 𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
= ∫ (2𝜂𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥 − 3𝑥)𝑑𝑥 ⇒

𝜋

3
0

  

∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
+ ∫ 𝑥3𝑑𝑥

0

𝑥1
= [−2𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝑙𝑛𝜎𝜐𝜈𝑥 − 3

𝑥2

2
]

0

𝜋

3
⇒  

 

 

∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1

+ [
𝑥4

 4
]

𝑥1

0

= −2𝜎𝜐𝜈
𝜋

3
− 𝑙𝑛𝜎𝜐𝜈

𝜋

3
− 3

𝜋2

9
2

− (−2𝜎𝜐𝜈0 − 𝑙𝑛𝜎𝜐𝜈0 − 0) ⇒ 

 

∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
−

𝑥1
4

4
= −2 ∙

1

2
− 𝑙𝑛

1

2
−

𝜋2

6
− (−2 ∙ 1 − 𝑙𝑛1) ⇒  

∫ 𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
=

𝑥1
4

4
− 1 + 𝑙𝑛2 −

𝜋2

6
+ 2   ,  (1) 

 

Άρα ∫ 𝑥3𝑔′(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
= [𝑥3𝑔(𝑥)]𝑥1

0 − ∫ 3𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1
= 

= 0 − 𝑥1
3𝑔(𝑥1) − 3 ∫ 3𝑥2𝑔(𝑥)𝑑𝑥

0

𝑥1

= −𝑥1
3(−𝑥1) − 3 (

𝑥1
4

4
− 1 + 𝑙𝑛2 −

𝜋2

6
+ 2) = 

= 𝑥1
4 −

3𝑥1
4

4
− 3 − 3𝑙𝑛2 +

𝜋2

2
=

𝑥1
4

4
+

𝜋2

2
− 3𝑙𝑛2 − 3  

 

Επιμέλεια Απαντήσεων 

Βλόντζος Γεώργιος 

Τριβιζαδάκης Μανώλης 


